











































液体窒素の比重は０.８３だとする。室温が２０度 C だとすると、３４ cc の液体
窒素が２４ ` の気体になる。約７００倍に体積が増える。こんな事実もある。液体




























































































close (JIS では b )接点と呼ぶ。図の位置で、b 接点と継っている接点は、共通 (JIS で
は c)接点と呼ぶ。コイルに通電した時には、白丸同志が接続される。通電時に接続され
る接点を normally open (JIS では a)接点と呼ぶ。
次にこの回路の動作を説明しよう。ON スイッチを押すと、上の電源線からコイルを経
由して下の電源線に電流が流れる。従って a 接点が閉じ、ON スイッチから指を離して
も、コイルには電流が流れ続ける。電気接点が複数個あるならば、この図で示した様に接
点を経由して負荷に通電する事が出来る。この状態で OFF スイッチを押すと、コイルに
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Proceedings of the International School of Physics “Enrico Fermi” Course CXLVI
“Recent Advances in Metrology and Fundamental Constants”
http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html は、物理定数を与えてくれる。
清水忠雄が科学 (２００１)７１巻２１５ (岩波書店)に 基礎物理定数と物理標準 という解説を書いてい
る。自分が毎日使用している物理定数 (日時を無視して生きている現代人はほとんどいないだろう)に付い
ての最近の話題だと思って読むとよい。
もう一つの参考文献： ‘数理科学’ ２００２年３月号 に大苗敦、藤井賢一著 ”基礎物理定数の改定”とい
う文を見付けた。










10−8 cm の事をオングストロームと呼んでいたが、nm (nano meter) や pm (pico meter) という表現
で置き換わりつつある。
SI 以外の単位系の一つとして ヤード・ポンド法というのがある。ある時調べてみると、米国では１イン
チというのは ２５.４ mm の事であると定義されていた。ヤード・ポンド法はメートル法の亜流になった
のかな？その昔、業者にインチで寸法を指定したところ、本当のインチですかそれとも２５.４ ミリの事で




















物理量は a よりも大きく b よりは小さいと結論する場合が多い。視力には限界がある
から、この差 b− a を拡大表示できるならば、測定精度を向上する事が可能である。差を
拡大表示する一つの方法は、レンズを使用する事である。別のやりかたとして、副尺が発
明された。
副尺の使用法は当然知っていると思う。主尺の n 目盛の区間を副尺では (n+1) 等分している。従って















もうひとつの 零点法 (null method ) の例として、直流の大電流を測定する手法としてのDC-CT (direct







図で大文字 I と書いた部分は、バスバー (bus bar) を通じて大きな直流電流が流れているとする。この
電路を透磁率が大きな材質で作った C 字型のクランプ Y で挟む。クランプにはコイル C が巻いてあり、
ここに微小電流 i を流す。この結果、クランプのギャップには二つの直流電流 I と i に起因する磁場が発
生する。この磁場を例えば 高感度のホール素子 H で測定する。電流 i を調整して、磁場が０となるように





























































れる。右に N 回、左に (N＋１) 回連続して振れる時の、折り返し点の指示位置を記録
する。右側だけの平均値と左側だけの平均値を計算し、両平均値の平均値を計算すると、
これが静止点の良い近似になっている。
振幅が対数減衰すると仮定する。この時、折り返し点の座標は x0− (−1)nA exp (−nλ) と表せる。即ち、
左の読み 右の読み
x0 −A x0 +A exp (−λ)
x0 −A exp (−2λ) x0 +A exp (−3λ)
x0 −A exp (−4λ)
左の平均 右の平均
x0 −A(1− 2λ+O(λ2)) x0 +A(1− 2λ+O(λ2))
左右平均 x0 +O(λ2)

























































擦電気が原因である。この対策として、撚り線 (twisted pair) や low noise cable という
電線も作られている。
電気抵抗の標準となる標準抵抗はマンガニン線という銅を主成分とし、マンガンやニッケルを含む合金
で作られていて、その抵抗は温度が摂氏１度変化すると、2− 5× 10−5 程度変化する。一方回路部品のカタ












度を B とすると、2µB であり、占有確率は Boltzman 分布に従い、両者でいくばくか
の差がある。
Bこの状態に外部から、h¯ ω = 2µB できまる高周波の磁場を、B に垂直にかけると、
スピンは共鳴的に高周波エネルギーを吸収する。このエネルギー吸収を検出すると、
































































非常に多数 ( n と書こう)の誤差原因があり、それらの誤差原因は測定に一定の大きさ
e の誤差を与えると仮定しよう。このような根源誤差 (elementary error )という概念は、
光の３原色という概念を提示したヤングの発想らしい。ある測定の場合には、n 個の原因





誤差分布関数を f(ξ) と書き、分布が n→∞ の極限で、ガウス分布に移行する事を見
ておこう。n 個の事象の内、p 個が負であり残りが正である場合の数に f(ξ) は比例する
はずであるから、
f(ξ) ∝ n!
(n− p)! p! , ξ = (n− 2 p) e
p→ (p− 1) とすると、
f(ξ + 2 e) ∝ n!






' f(ξ + 2 e)− f(ξ)
f(ξ + 2 e) + f(ξ)
' − ξ
n e
式の展開は、中央の式を左右へ変形していくと得られる。ここで、n >> 1 と考えて、１



















以下にもう一つのガウス分布の証明を 安藤洋美著 ‘最小二乗法の歴史’( 現代数学社)から紹介しておこ
う。William Fishburn Donkin の導き方との事である。真の値が x である物理量を独立に２回測定し、 a,
b という値を得た。両測定は対等であると仮定すると、その平均値を x の最確値として採用するのが妥当
であると仮定する ( 相乗平均の方が妥当だという主張もありうるかもしれない)。測定値が a となる確率密
度を φ(x− a) と書き、２回の測定で平均値が (a+ b)/2 となる確率密度を ψ(x− (a+ b)/2) だとすると、
C(a, b)φ(x− a)φ(x− b) = ψ(x− (a+ b)/2)
ここで、２回の測定の平均値は、a, b とは異なる組合せでも得られるので、規格化の定数 C(a, b) が導入さ
れた。この式に b = a を代入すると、
C(a, a)φ(x− a)2 = ψ(x− a)









)2 = ψ(x− a+ b
2







) = f(x− a) + f(x− b)
となる。ここで、もう一度 b = −a と置き換えると、
2f(x) = f(x− a) + f(x+ a)




















































−a σ f(ξ) dξ = I(a) とおくと、以下の様になる。
a 1 2 3
I(a) 0.6826 0.9544 0.997





真の値を Z0、測定値を zi, (i = 1, · · · , N) と書こう。
指導原理は、実験値が zi, (i = 1, · · · , N) と得られたという事は、これらの数値を得
る確率が一番大きいから、これらの数値が実験的に得られたと仮定する事である。この
時、測定を確率的な意味で独立な事象であると仮定すると、これらの実験値の発生確率
は P (zi, (i = 1, · · · , N)) = Πif(zi − Z0) と積の形で書け、正規分布の仮定より、指数関
数の中は h2
∑






を真の値と推定できる。つまり、測定精度 ( 今の場合 h が共通であった) が等しい場合
には、単純に平均値 z を真の値の推定値 (最確値)とすれば良い。
４) 誤差の推定
先ず、各測定に対し残差 ρ を定義する。
ρi ≡ zi − z, (i = 1, · · · , N)
残差の和は当然０であるが、２乗和は０でないので、測定値の散らばり具合を表現する数
値として意味がある。残差と平均誤差 σ の関係を付けよう。










左辺は誤差の２乗和だから、平均誤差 σ2 の測定回 N 倍、N σ2 に収束するだろう。右辺













i(zi − Z0)2 +
∑




















δ ≡ z − Z0 =
∑








仮想的に、このような測定を M 回行い、それぞれのばらつきに 下付き足 j を付けて２乗
















但し、右辺の第２項では、i 6= k としている。この項は ξ の符号が一定しないので第１
項に比べれば M を増やしてもM に比例しては増えないから、無視しよう。第１項では、∑N
i=1 ξ
2
















N (N − 1)
この式は、先に仮定した仮想的な回数 M に依存せず、全て既知の量で表現されているか












true value 真の値 測定値の正しい値
error 誤差 測定値 −真の値
bias かたより
dispersion ばらつき
precision 精密さ ∗、精度 ∗∗
trueness 真度 ∗∗
accuracy 正確さ ∗、精確さ ∗∗ かたよりの小さい程度
uncertaity 不確かさ ∗











N 人の測定者の測定値が、zi ± σi (i = 1, · · · , N) であったとする。同一の誤差の測定
でも、測定回数の平方根に比例して誤差が小さくなっている事に注目する。全ての測定
者は同一の誤差 (σ)の測定を異なる回数行い、その結果を報告したと仮想的に考える。即


















































N − 1 =
∑
i(zi − z)2/σ2i
(N − 1)∑i 1/σ2i
纏めると、zi ± σi, (i = 1, 2, · · · , N) で与えられる測定値の統一見解としては、上に与
えた、z ± σ とする。
間接測定の誤差
物理量 z は直接測定出来ないが、直接測定出来る物理量 yi, (i = 1, · · · ,m) の関数として
定義されているとしよう。
z = f(y1, y2, · · · , ym)
直接測定により測定された yi の値とその誤差を Yi± σyi , (i = 1, · · · ,m) と与えられたと
する。この時、物理量 z の値と誤差を問題にする。z の最確値 Z は、定義式に Yi を全
て代入して計算する。
Z = f(Y1, Y2, · · · , Ym)
一方、Z の誤差の方は定義式を独立変数 yi で Tayler 展開し１次まで残すと、















交差項は独立な二つの物理量 (yi, yj) の測定に関係しているから多数回の測定和をとれ
ば,２乗項よりも有意に小さいから無視出来ると仮定する。即ち,直接測定の誤差に起因




















ここで、N は ある時刻に於ける崩壊前の母核の数であり、λ は崩壊定数と呼ばれる崩壊
に付随してきまる定数である。時刻 t = 0 での母核の数を N0 とすると、次の様に積分
できる。
N(t) = N0 exp (−λt)
従って、ある時刻から、時間 t の間に崩壊する確率は 1− exp (−λt) であり、崩壊しない
確率は exp (−λt) となる。N 個の母核の内、時間 t 内に n 個が崩壊し、(N − n) 個が崩
壊しない確率 P (n) は次式で与えられる。
P (n) =
N !












(n− < n >)2P (n) =< n >












崩壊する確率 1− e−λt = p と置く事にする。この時、次の２項展開が成立する。




この式を p で微分すると、< n >≡ ∑nP (n) = pN と計算出来る。同様に、∑n nP (n) =< n >= pN
の両辺を p で微分すると、< n2 > − < n >2=< n > (1− p) という式が導ける。ここで、p を小さいと
して無視すると分散の関係式が導ける。
二項分布がある条件でポアッソン分布へ移行する事は、以下の事実に気が付けば簡単に了解できるだろ
う。N →∞、一方 n は１０程度の小さな数とする。
N ! pn
(N − n)! = (N p)
n(1− 1/N)(1− 2/N) · · · (1− (n− 1)/N)→< n >n ×1
(1− p)N−n = {(1− < n > /N)N/<n>}<n> × (1− p)−n → e−<n> × 1 を利用する。
limx→0(1− x)1/x → e−1 は知っているだろう。




例えばバネ定数を測りたいとして、分銅の質量 M を変えながら、バネの伸び y を n 回
測定したとしよう。これらの数値から、出来るだけ合理的なバネ定数を導き出すにはど
のようにこれらの数値を処理するのが妥当か？ という問いを考える。





質量が Mi の分銅により、論理の仮定として Yi 伸びているところを yi と測定したと
考える。従って、i 回目の測定の誤差は ξi = Yi − yi と考えられる。各測定の誤差の起
こる確率は、ガウス分布 (正規分布)すると仮定すると、現在の測定で得られたデータが





(Yi − yi)2 =
∑
i
{(k g)Mi + y0 − yi}2 =最小
という条件を満足する二つのパラメータ (k g),と y0 を定めればよい。記号を簡単にする





























例えば、Mi の最大値と最小値は 100 g と １ g だとすると、最初の式の a の係数の計算















先の例で言えば、x1 = kg, x2 = y0 であり、Ai,1 =Mi, Ai,2 = 1 である。この方程式は、
未知数の数 n が独立な方程式の数 m よりも少ないので、(優決定 over determined) 原理
的に、解く事が出来ない。
従って、最小二乗法の意味で解く。最小化すべき S は以下の様に書ける。
S ≡ (Y − y,Y − y) = (Ax− y, Ax− y) = (P (Ax− y), P (Ax− y))
上付の T は、転置 (transpose ) を表し、二つのベクトルが丸括弧で括られているのは、
ベクトルの内積 (スカラー積)を表す。最右辺では、直交行列 P (P T P = 1) を導入した。






















ここで、p と q とは n 元ベクトルであり、0 と r とは (m−n) 元ベクトルである。この
結果、S は
S = (p− q, p− q) + (r, r) ≥ (r, r)
と書けるから、S の最小値は、p=Rx=q の時であり、その最小値は (r, r) で与えられる
事は、自明である。
ここまでのところでは、m 行 n 列の縦長の行列 A の左下全部を０とする m 行 m 列
の直交行列 P を作り、PA と Py を計算しその上側の n 個の行だけを取り出して作った
n 行 n 列の行列を R、 ベクトルを q とする時、次の連立方程式
Rx = q
を満足するベクトル x が求める解であり、その時の残差は (r, r) により計算できる。
次に、連立１次方程式 Rx = Py = qを解く。ここで行列 Rは右上三角行列、即ち対角
成分から下の部分は０であるという事を思い出すと、簡単に解ける。上で行列で書いた式
を露わに書き下してみると、最期の式は、Rn,nxn = qn となっているから、xn = qn/Rn,n
と書き下せる。下から２番目に式は Rn−1,n−1 xn−1 + Rn,1,n xn = qn−1 であるが、既に
xn は計算済であるから、xn−1 = (qn−1 − Rn−1,n xn)/Rn−1,n−1 と解ける。このようにし
て、下から順番に全ての xi は計算可能である。このように下から順番に解いていく手法
を、逆代入法 ( backward substitution) と言う。
残された課題は、直交行列 P を具体的に作る事である。先ず、elementary orthogonal
matrix の説明から始めよう。単位ベクトル u が与えられたとして、次の行列 O≡
(1− 2uuT ) は直交行列である。行列 O の成分で書くと、
Oij = δi,j − 2ui uj
この行列を用いて、行列 A の第１列だけを、期待する行列に変換する事を考える。即ち、
P1 = (1− 2uuT ) として、P1A の第１列ベクトルが λ e1 と変換される事を要求してベク
トル u を決定する。ここで e1 は第１成分だけが１で残りは０という基本単位ベクトル
である。ベクトル u と a の内積は (u, a) と書く。行列 A の第１列ベクトルを a と書く
と、要求した条件は






(P1a, P1a) = (a, a) = λ
2
従って、λ は符号を除いて決定された。
ベクトル u の式の分母に登場した、内積 (u, a) は、u が単位ベクトルであるという条
件から、決定できる。但し、a=(a, e1) は、ベクトル a の第１成分である。
1 = (u,u) =
λ(λ− a1)
2(u, a)2
ここで、a1 と書いたのはベクトル a の第１成分である。
内積 (u, a)の式を見ると、λ と a1 とは差の形で登場するから、両者が異符号となるよ
うに λ の符号を決める。これで、P1 は確定した。
この結果、A1 = P1A 及び y1 = P1 y が作られ、行列 A1 の第１列目は、第１成分の
みが λ 6= 0 となり、その下の成分はことごとく０となった。次にするべき事は、行列 A1
の第１行と第１列を除いて作られる行列をこれまでの操作対象であった行列 A だと思
い、A2 = P2A1 を作る。























次の様な事実がある。区間 [a, b] で定義された関数 f(x) を n 次多項式 Fn(x) で近似
したとする。但し近似するとは、差の絶対値 |f(x) − Fn(x)| の最大値が最小になるよう
に展開係数を調節する事であるとする。このような指導原理による近似を mini-max 近
似とか最良近似とよぶ。近似が完成した時、誤差 (の絶対値)は定義域の両端で最大値を
とり、しかもこの最大値は両端を含めた区間で (n+1) 回現れる。例えば、x = a で誤差
は ²(> 0) だとすると、x と共に誤差は減っていき、x のあるところで −² となる。更に
x を増すと、今度は増え始める。x と共に増えて行き、あるところで ² に迄たどり着く














, (i = 1, · · · ,m)









ば線形な最小２乗法に還元される。行列 A の行列要素を Ai,j → Ai,j/δyi で置き換え、測




















参考文献 R.Penrose, Cambridge Philosophical Soc. Proc. (1955) 51 406.
非線形最小２乗法
これまでは理論式が線形であったから、線形の最小２乗法に持ち込めた。もっと一般
に測定できる変数 (これまでは行列 A で書けた) と測定量 y の関係が非線形であると、
どのような処理が可能かを説明しておこう。
カイ (χ)２乗検定という言葉を使う場合がある。ある物理量 y を一群のパラメータ p
の関数として測定したとする。この場合 y はある p の関数として、y = f(p,x) と書け
たとしよう。勿論明示的に f(p,x) と書けないかも知れないが、測定条件 p を確定し、







実験条件 p の値を各種変えながら、y の値を測定し、パラメータ群 x の値を出
来るだけ合理的に決めたい。パラメータ x は m 個の成分を有する。測定値は n 組











従って n 項の和は n という値を与えると考えられる。しかし、パラメータを旨く決めれ
ば、個別の項を０とする事も可能である。m 個のパラメータを含むから、n 項の内 m 項
が０となるように x を選ぶと残りの項は １ の大きさを与えるから、和は n−m になれ
ば、正しく測定が行われていると考えられる。従って、右辺は n−m で割っている。
先に n 回測定に対する測定値の誤差を思い起こそう。分母に n − 1 が登場していた。
この １ はパラメータを一つ (最確値)含んでいたせいだと思っておこう。













一般的に言って、目的関数 χ2(x) を、パラメータ x の関数だと考えた時、パラメータで




小値を探す方面の研究者は、この失敗例を鳥篭に捕まえられる ( cage in) と呼んでいる。


























シンプレックスの頂点 ~xi での関数値を fi とし、次の記号を用いる。
最大値を fh = f(~xh)
第２番目の最大値 (2nd maximum)を fs = f(~xs)





鏡像。最大点 ~xh から図心 ~x0 に向けたベクトル ~x0 − ~xh を作り、この延長上に ~xh
を移す。
~xr = ~x0 + α(~x0 − ~xh)
拡張。鏡像操作により fr が小さくなったときには、もっと大きく同じ方向にシンプ
レックスを動かす事を考える。次の式で与える ~xe を考える。
~xe = ~x0 + γ(~xr − ~x0)
収縮。鏡像操作が失敗したときには、次の点 ~xc の値を評価する。
~xc = ~x0 + β(~xh − ~x0)
縮小。シンプレックスを最小点方向に向けて半分にする。全てのｉについて、
新~xi = (旧~xi + ~xl)/2








































m 次元空間のある点 x0 から出発して、関数 χ2 の極小値を探す訳だが、各点でこの関数
の微分を計算出来るとする。説明の為に以下の線形方程式を解く問題を先ず引用する。
Hx+ b = 0
この空間内に m 個の独立なベクトル di (i = 1, · · ·m) をとり、これらのベクトルが
(di, Hdj) ∝ δi,j を満足するならば、これらのベクトル di はお互いに共役であるという。
この共役ベクトルが与えられているならば、上の連立１次方程式は簡単に解ける。解を
以下の様に展開して、




連立方程式に代入し、左から di を掛ける。その結果、展開係数 λi は以下の様に確定
する。






上の x を展開する式で、di は独立でさえあれば、共役である必要は無いのでは？という疑問があるだろ
う。原理的にはそれでも良いが、この時には線形方程式を解くという問題は、全然簡単にならない。
行列 H の固有ベクトルは ui は、ここで述べた共役性を満足する。従って固有ベクトルが確定出来るよ
うな行列には必ず共役なベクトルが存在する。
更に言えば、d1 を適当に与えた時、以下の漸化式により共役ベクトルを作る事が可能である。
di+1 = H di − (di,H
2di)
(di,Hdi)
di − (di,Hdi)(di−1,Hdi−1) di−1
但し、i = 1 の場合には、右辺第３項は不要である。
線形方程式を解く事は、以下で定義される 目的関数 (χ2 になぞらえられる) f(x) を最
小化する事とは等価である。
f(x) = a+ (x,b) + 1/2(x, Hx)
微分して０とおくと、最初に述べた連立方程式に辿り着く。
任意のベクトル x0 から出発して、ベクトル d1 の方向に沿って、関数 f(x) の極小値を与える点を探し
x1 = x0 + λ1 d1 にたどり着く。目的関数が上で与えた f(x) の時、この λ1 は上で与えた λ1 と一致する。
点 x1 から d2 方向に沿って極小点を探す。この手続きを繰り返すと、F (x) が２次形式ならばm 回で、極
小点にたどり着く。f(x) が非線形ならば、更に何回か ‘お鉢巡り’ を繰り返す必要があるだろう。
非線形の極小化過程は、方向ベクトル di の決定と、その方向に沿っての関数値が極小になる点を探すと
いう二つの作業を納得がいくまで繰り返す事である。
Davidon の可変計量法では、最初の d1 としては ∇xχ2 を採用し、この方向の線上に
最小値を探し、この位置を x1 と置く。上に与えた行列 (の逆行列)をこの位置での微分
∇χ2(x1) を用いて改良していく。もしも旨く 逆行列 H−1 が推定できれば、上に与えた
連立１次方程式は簡単に解けてしまう。即ち、x=H−1b と与えられてしまう。
χ2 極小化問題では、行列 H は与えられていないので、線形問題の場合の様に簡単では
ない。
共役勾配法は Hestenes と Steifel のいわゆる世紀の大発見を Davidon が極小化に応
用したものであるが、Davidon の論文は難しいので Fletcher の解説を皆が引用する様で
ある。























この行列 H を誤差行列と呼ぶ場合もある。誤差分布関数が ガウス関数で与えられる












値 λi を対角要素として持ち、他の要素は全て０である行列を Λ、対応する固有列ベクト
ル ui を並べて作られた行列 U を持ってくる。
HU = UΛ, 又は H = UΛU †
この記号を使うと交差項が消える。











λi とする。現実のパラメータ空間での完全に独立な誤差ベクトル δxi は、δqi
と、以下の関係にある。
δxi = Uδqi = δqiui





















ここで登場した行列 H は、可変計量法で推定する行列 H−1 とは逆行列の関係にある。
逆行列の固有値は、元の行列の固有値の逆数であり、固有ベクトルは両行列で共通である
から、誤差の推定という意味では、可変計量法は非常に有難い方法である。














実験点は N 個あり、これは最小２乗法で決めるべきパラメータ数 n よりもかなり多い
と仮定しよう。N と n の間の数 m を一つ考える ( n < m ≤ N)。実験値の内から、任
意の m 個のデータの組み合わせを持って来て、最小２乗法の計算をする。この結果、パ
ラメータの組 x1 がきまる。次に同じ m でも異なる実験値の組合せを持って来て、同様
の最小２乗法の計算をし、先のパラメータとは少し異なる計算結果 x2 を得る。以下同様
である。必要と考えるならば、m も可能な範囲で動かしても良い。こうすると、決定す
べきパラメータの候補は沢山 ( M と書こう)得られる。そこで、この M 個のパラメータ




更なる利用もあり得る。パラメータベクトルの第 ` 成分を x 軸に、第 k 成分 を y 軸
にとって、全ての M 個の計算結果をプロットする。もしも 両パラメータに相関があれば
直線状に点が分布するだろう。完全に独立ならば、中心点の回りに尾根の無い山が見ら
れるだろうし、両パラメータに相関があれば、尾根を持つ山が見られるだろう。
相関係数 ρ は、以下の様にして定義されている。x と y 軸に選んだデータ群を







(xi − x)(yi − y)
相関係数 ρ の絶対値は １ 以下の値をとる。
ブートストラップというのは靴の紐 (boot strap) という意味である。この意味するところは、ビュル













i xi ri = xi− < x > r2i
1 10.65 0.098 9.60× 10−3
2 10.79 0.238 5.66× 10−2
3 10.94 0.388 1.51× 10−1
4 10.73 0.178 3.17× 10−2
5 10.50 −0.052 2.70× 10−3
6 10.84 0.288 8.29× 10−2
7 10.29 −0.262 6.86× 10−2
8 10.28 −0.272 7.40× 10−2
9 10.41 −0.142 2.02× 10−2
10 10.09 −0.462 2.13× 10−1
< x >= 10.552
∑
r2i = 7.10× 10−1
測定値 (の平均値の)誤差は
√
7.10× 10−1/(9× 10) = ±8.88×−2 としておけば良いだ
ろう。即ち、x = 10.552± 0.009 とする。
例２ 異なる誤差の平均値
物理量 x を３人が測定しそれぞれ、xi ± δi、(i=1,2,3) を得た。個別の測定に既に誤差
がつけられているから、これらを誤差の逆２乗を weight として荷重平均すれば良い。




i (xi− < x >)2 [10−4]
1 10.65 0.21 22.7 241.8 144
2 10.79 0.17 34.6 373.3 4
3 10.94 0.31 10.4 113.8 289
sum 67.7 728.9
従って < x >= 728.9/67.7 = 10.767 としておこう。
誤差は σ =
√
6412.8× 10−4/{(3− 1)× 67.7} = 6.9× 10−2 となる。
ここで、6412.8×10−4 は、∑i(xi− < x >)2/δ2i の事である。






















































質量が m の重錘をバネにぶら下げて、その伸び y を測定し、次の結果を得た。伸び
y = (kg)m+ y0 という関係式を仮定して、バネ定数に当たる kg と定数 y0 を最小２乗法
で決定しよう。ここで、実際に観測値を代入した関係式
yi = ami + y0, (i = 1, · · · , 10)







{yi − ami − y0}2
mi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi 2.22 3.23 4.28 5.22 6.22 7.29 8.24 9.24 10.28 11.25
ami + y0 2.232 3.235 4.238 5.241 6.244 7.247 8.250 9.253 10.258 11.259
∆i 10 5 -42 21 24 -43 10 13 -22 9
ここで、∆i = (yi − ami − y0)× 103 と置いた。

















mi yi = 453.86,
∑
yi = 67.47
従って、∣∣∣∣∣∣ 385 5555 10
∣∣∣∣∣∣ = 825, a = 1825
∣∣∣∣∣∣ 453.86 5567.47 10
∣∣∣∣∣∣ = 1.003, y0 = 1825







































Pl(θi)/(l + 1) + (−1)l+1²














l=0 Pl(θi)× xi yi
∑l=5






P0(x) = 1, P1(x) = x, Pl+1(x) =







C Legendre exp. of Xsec
PARAMETER (IR=40)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)
DIMENSION P(IR,10),Q(IR), IP(IR), W(IR,2),









CALL PLTAB(NANG, NL-1, IR, ANG, PL)










C least squares fit



















91 FORMAT(’File xsec.dat open failure !’)
STOP
END
SUBROUTINE HLSQ(M, N, IR, P, Q, IP, W)
C linear least squares problem P*X=Q
C Input P(M, N), Q(M): define problem
C IR : real size of the matrix P(IR,*)
Cworking area IP(N), W(N,2): pointer and norm of the col. vectors
C Output Q(1..N): solution vector
C W(1,1): estimated cond. number. W(2,1): (residues)**2
C P are destroied on output
IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)
DIMENSION P(IR, N), Q(M), IP(IR), W(IR,2)
DATA EPS/1.0D-30/
C check the size
IF(IR.LT.M .OR. N.GT.M)GOTO 91


































































C estimated cond. numb.
A=1/SQRT(W(N,1))














92 FORMAT(’HLSQ: your IR M N =’,3I3,’ array size inconsistent !’)
STOP
93 WRITE(6,94)I,S
94 FORMAT(’HLSQ: col. ’,I3,’ norm**2=’,1PE15.7,’ too small !’)
STOP
95 WRITE(6,96)I,A
96 FORMAT(’HLSQ: at I=’,I3,’ diag(P) = ’,1PE14.5,’ too small !’)
STOP
END
SUBROUTINE PLTAB(NANG, LMAX, IR, ANGTAB, PL)
C returns table of Legendre functions
C Input NANG: number of angles
C LMAX: max. order of Legendre function
C ANGTAB(NANG): angle table in degree
C Output PL(NANG, 0:LMAX): table of Legendre functions
IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)






























3× 1.38× 10−23 × 300
28× 1.66× 10−27 = 517 m/s
３００度での数密度 n は、１ cc 当たりに換算すると、
n = 6.022× 1023 × (273/300)/(22.4× 1000) = 2.45× 1019/cm3
１秒間に壁に衝突する原子数は、n × v = 2.45 × 1019 × 5.17 × 104 = 1.31 × 1024個/(cm2 · s) 個程
度である。この計算は向きを無視している。もしも原子の半径を 2.5 × 10−8cm 従って、原子の断面積を
2× 10−15 cm2 と仮定すると、１５ナノ秒程度で壁の全ての面が叩かれる計算になる。





に衝突する粒子数は単位面積当たり、N = n v/6 である。これだけの原子が壁に衝突し、
同じだけの速度で跳ね返されるとすると壁に与える１秒当たり運動量は、単位面積当た












x 軸方向の分布は g(vx) = C exp (−mv2x/2kT ) である。y , z 軸方向に対しても同じ関
数形の式が成立する。C は規格化定数であり、ガウス積分を知っていれば、簡単に書き
下せる。
x 軸方向の速度分布関数を Px(vx) と書く。空間の対称性を仮定すると、vx の符号に Px は依存しない
から、vx の偶関数でなければならない。従って、Px(vx) = f(v2x) と書ける。y、z 軸方向に関しても同様
の議論が成立する。一方、速度の大きさを v2 = v2x+ v2y + v2z として、原子の速度が v である確率は、P (v)
は、以下の様に書ける。




















が理解出来るだろう。但し、この ‘証明 ’ に満足せず M.G. Mayer の統計物理の教科書や、伏見康治著 量
















現実気体の状態方程式としては、次に示した van der Waals の状態方程式がよく引用
される。n はモル数である。






























H2 4.476 103.2 0.7416
D2 4.553 105.0 0.7416
CO 11.108 256.2 1.1281
N2 7.373 170.0 1.094
NO 5.29 122.0 1.1508
O2 5.080 117.1 1.20739
F2 <2.75 63.4 1.435
Cl2 2.475 57.07 1.988
Br2 1.971 45.45 2.283
I2 1.5417 35.55 2.666


















図では０.３ nm、付近で切れているが, r の小さいは正確を期する為に, Thomas-Fermi
の近似で電荷分布を評価した計算値であるとの事だ。分子間力の原因は,今の Lennard-
















的に言って van der Waals 結合よりも大きな束縛エネルギーを与える傾向にある。このような永久双極子
能率を有する分子に別の分子が取り囲まれて見掛け上大きな質量の分子の様に振舞う現象を水和と呼ぶ。
具体的な分子間に働く、 Lennard-Jones potential のパラメータを次に引用しておく。
気体分子間のレナード-ジョーンズ ポテンシャル定数
気体分子 ² ² re rm = 1.22re 1atm
(eV) (kcalmole−1) (A◦) 沸点 (K)
He-He 0.00088 0.0203 2.556 2.863 4.2
H2-H2 0.0031 0.0735 2.928 3.279 20.4
Ne-Ne 0.00307 0.0709 2.789 3.124 27.3
N2-N2 0.00789 0.182 3.681 4.123 77.4
CO-CO 0.00950 0.219 3.590 4.021 81.9
Ar-Ar 0.0107 0.246 3.418 3.828 87.4
O2-O2 0.00976 0.225 3.433 3.845 90.2
CH4-CH 4 0.0118 0.272 3.822 4.281 111.7
Kr-Kr 0.0163 0.377 3.61 4.043 120.3
Xe-Xe 0.0197 0.455 4.055 4.542 165.1
CO2-CO2 0.0163 0.377 3.996 4.476 194.7




大体において、２原子分子の大きさは数オングストローム (０.？ nm) というところで
ある。勿論、分子量が大きくなるとどんどん分子の大きさも大きくなる。







しよう。弾性散乱に限定し、この弾性散乱の断面積を σ 、分子の数密度 (単位体積当た
りの分子数) を n とすると、１個の分子が距離 x 走る間に弾性散乱されない確率は、
exp (−σ nx) と書ける。従って、平均自由行程 λ は、
λ =
∫
dx x exp {−(σ nx)}∫



































壁を x 軸に垂直にとり、この壁に微小面積 dS を考え、この壁面に垂線を立て、これ
を極軸と考える。この点から v だけ離れた位置に、dΩ× d v の微小体積を考える。この
微小体積にある気体の内、dΩ /4pi の部分が壁の dS 部分を向いて運動している。この分
子のうち、vx = v cos θ で与えられる x 成分を有する部分が、１秒後に壁に到着する。こ









0 dθ sin θ v cos θ exp (−mv2/2kT )∫∞
0 dv v
2 exp (−mv2/2kT ) = n < v > /4
ここで、< v > は、分子の早さの平均値である。
ここで計算された分子数に真空ポンプの口径できまる面積を掛けたものが、１秒間にポ
ンプに実際に到達する分子数である。こうしてポンプに到達した分子の内の一部が、実際





























真空槽の体積を V0、吸気過程の前の圧力を P0、ポンプ側の最大排気体積を V1 とし、
吸気過程では両者の圧力が等しくなるまで空気が吸い込まれたとすると、この時の圧力
は P1 = V0 P0/(V0 + V1) となる。圧縮過程では V1 であった体積が V2 にまで小さくな





１サイクル毎に、体積比 V0/(V0 + V1) できまる指数関数的な排気が実現される。
サイクルを早く回せば排気速度が上がるので、ポンプはモータに直結する場合がある。

























































油の分子が真空槽内に侵入する事を嫌う場合には、軸流分子ポンプ ( turbo molecular







能指標は到達真空度であり、２段式の油回転ポンプでは、10−3 Torr(mm Hg) 程度であ























= Q− P S
この微分方程式の解は、時刻 t＝０ での圧力を P0 とおくと、
P (t) = (P0 − Q
S




















力差を鉛直に立てた水銀柱の長さで表現している。トール (Torr) という単位は １ mm
Hg の事であり、真空を発見した Torricelli に因んで使用された (されている)。
バールという単位も、気圧を表現するのに使用された事がある。１気圧は約１０１３
mb である。正確な定義は、１ bar=105 N/m2 であるから、完全に MKS 単位系に準拠
している。但し、105 という起源が分からない。
SI での圧力単位は、N/m2 であり、パスカル (Pa) である。パスカルの原理でも、名を
残している。






















始める。実用的には数 mm 程度のイオン化に対する平均自由行程から、１０ cm 程度迄
が考えられるが、ガイスラー管よりも平均自由行程が長くなると、電子で衝撃されたガラ







































































































































ポテンシャルとイオン化断面積を Ui, σi (i = 1 or 2) と書き、U1 > U2, σ1 > σ2 でありその差は有意で
あると仮定してみよう。電子温度が充分に高ければ、断面積の大きな i = 1 の種類のイオンが沢山作られ
るだろう。しかし、電子が充分加速される前に、分子に衝突するような場合には、イオン化ポテンシャルの
小さな i = 2 の分子が優先的にイオン化される場合もあり得る。






























フィラメント F には (直流) 電流を流して、熱電子電流を１ mA (１０ mA) つくる。
グリッド G は フィラメント F に対して正の電位にしておく (例えば１５０ V)。従って、
熱電子は F から G に向かって流れ、途中にある残留ガスをイオン化する。これだけでは
電子の飛程が短いので、熱電子が直接グリッドにぶつかる確率は小さい方が良い。即ち、
グリッドの網目は非常に粗い。プレート P は、フィラメントに対して負の電位としてお







電子の一部はグリッドに最大１５０ eVで衝突し、１５０ eV 迄の紫外線を放出する。こ
の紫外線 (軟 X 線)は残留ガスのイオン化に寄与するし、大きな立体角を有するプレート
から、光電効果により、電子を叩き出す。従って、見掛け上悪い真空を示す様になる。プ
レート電極の面積を減らすと、有害な紫外線が電子を叩き出す確率は減る。BA ゲージ















































































事無く運転し続ける事は禁物である。換言すれば TMP と RP がつながれた状態で、平














(molecular sieves )、ゲッター (getter) 等が使用された。それらの発展した形態として、
クライオポンプとイオンポンプを取り上げよう。
クライオポンプ
分子間には、引力 (van der Waals 力)が働いている。この引力のする仕事が、残留ガス
の温度できまるエネルギーよりも大きければ、衝突した分子は結合状態になりうる。も
しも、壁と残留ガス又は壁に積もった残留ガス (の固体)と気体の残留ガスが衝突して固
体になるならば、ポンプ作用があった事になる。van der Waals 力の下での束縛状態のエ



































絶対温度が T の黒体は、単位面積当たり σ T 4 の輻射を放出するという Stefan-Boltzmann の法則とい


























































パイプの両端に圧力差を与えた時、このパイプを通る流量 Q を (圧力)×(体積)/(時間)
で考える。この流量は、両端の圧力差に比例すると仮定し、オームの法則と同形の以下の
関係式でコンダクタンス C を定義する。
Q = C(p1 − p2)






































コンダクタンスが C のパイプの左側は、圧力が p1 である真空槽に繋がれていて、右側
の圧力は p2 であり、そこには排気速度が S のポンプが直結されていると仮定する。パ
イプを流れる気体の流量は、Q = C(p1 − p2) で与えられるが、ポンプはこの物質量を全
て排気していると仮定すると、この流量は p2 × S で与えられる。従って、




















残留ガス分子は暫くは壁面に滞留すると考えられる。代表的な滞留時間は １０ −13 秒の
程度だと考えられている。この衝突分子の一部は、ずっと長い時間壁に滞留する事が知








スに曝されたかといった経歴に大きく依存する。真空装置の接続部に詰め物 ( packing )
材として使用される合成ゴム類では 10−5 から 10−6 Torr `/(s cm2) 程度であり、その他
の非常に硬い有機物 ( ポリ塩化ビニール、エポキシ系の接着材、テフロン 等)では、もう
一桁小さくなり、金属では更にもう一桁程度小さくなる。放出ガス量の少なさから、真空










































































として、SUS 304 が使用されていたが、ヒビが入るというトラブルの為に、SUS 316 に置き換えられつつ
ある。SUS 316 は、１８ー８ ステンレスに Mo が添加されている。
(2) 真空中で摩擦係数が非常に大きくなるから要注意という事を大学院生に教えた事があった。その話を

































既成の O リングとしては、真空用を唱った、V シリーズ (JIS B2401-V)があるが、こ
れは種類が少ないので、設計に対し強い制限を与えすぎる。他の規格として、P シリーズ
(JIS B 2401-P)と G シリーズ (JIS B 2401-G) がある。真空用の O リングだけでは、設















( 今でもこの番号が有効か否かは定かでないが)では、VF と VG で識別している。F は





クランプフランジでは O-ring Retainer を取り付ける。






締めつけトルクは１５０ kg重 cm と言われている。実際には、締めつけトルク管理をし
ていない場合も見られる。













ボルト穴の指定は、図では破線で表した円の直径 ( pitch circle diameter の頭文字を取り、PCD が１０










































































(bellows valve)。右側の図を参照しよう。丸棒 A はベローズ B の先端部で溶接されてい


















なるかもしれない。このようなバルブとして、ニードルバルブ (needle valve, metering
valve) と呼ばれる機構がある。上の場合には、弁座が大きく開いていたが、この部分を








































































ると勘違いしてはいけない。例えば、T.A. Delchar 著 石川訳 ‘真空技術とその物理 ’ (丸善) p 133 に、空
気分子、水素分子、ヘリウム原子と電子が衝突する時のイオン化断面積がグラフで、もう少し詳しいデータ
はレッドヘッド、ホブソン、コーネルセン 著 富永・辻訳 「超高真空の物理」(岩波書店)pp 118 示されて
いる。確かに、ヘリウム原子のイオン化断面積は空気分子と比較して有意に小さい。しかし上に書いたよ
うに、ヘリウムガスが残留ガスに混入すると見掛け上の真空は悪くなる。













ヘリウムガスが実験室に充満すると、room back ground が増えて洩れテストの感度が
下がる事が考えられる。実験室の換気にも留意しよう。
真空計を人間が監視するのは、疲れると見落としの危険がある。もしも真空計に記録








洩れテストの為の特別な装置として、ヘリウムリークディテクター (He leak detector)


























４重極電場とは、(r, θ, z) で表される円筒座標で、r2 cos 2θ に比例するポテンシャルで
表せる電場の事であり、z 軸を４回対称軸として、 x y = 一定で表される直角双曲線を近
似する４本の円柱を電極として実現する。図で相隣る電極には符号のみが異なる電位が















この微分方程式は、マシュウ (Mathieu ) 関数に持ち込む事が出来、
√
qV/m = Ω と ω





なるイオン質量は、V (従って Ω) を変化させると変化する。横軸に V、縦軸にイオン電
流を取ってグラフを描く。横軸は質量に換算される。








を書き下すと、この方程式 (の親戚)に行き付く。α = 0 という特殊な場合には、単純な調和振動子を与え
るから、周期的な解が存在する事は誰にでも理解できる。α 6= 0 ならば、調和振動子に周期的な外力が作




加速器 (例えば AVF サイクロトロンやシンクロトロン)、RFQ と呼ばれる直線加速器や真空中に１個の原








結晶表面の単位面積当たりの、溶けて出来た窪み ( etch pit) を数える。真空の”質”を比較する為の実用
的な手法である。
簡単な例
体積が ９０ ` の真空槽を 1× 10−6 mm Hg にまで排気してみよう。使用する真空ポンプ
は、軸流分子ポンプ (TMP) と油回転ポンプ (RP) としよう。
真空槽は、内法が ５０ cm × ６０ cm × ３０ cm としよう。内面の面積は、(50×60+
60×30+30×50)×2 = 1.26m2 である。表面からのアウトガス量は、10−7Torr `/sec cm2




は２０ cm 程度必要だろう。真空槽と TMP の接続パイプは出来るだけ短くするとしよ
う。勿論、TMP と真空槽の間にはバルブも必要だろうから、ここでのコンダクタンスを
考慮すると、実質的な排気速度は少しは低下する。





ポンプの点検や修理は楽に出来る。直径が２０ cm だと、長さが１ m のパイプでもコンダクタンスは約
104 `/sec あるので、排気速度の低下はあまり気にする必要は無い。




TMP の背圧を 5 × 10−2 mm Hg と仮定して TMP の背圧を排気するポンプを考えよ
う。(少し圧力が高い気もするが. . . 。圧力が 1 × 10−6 Torr の時に 1000 `/sec あった
排気量は、5× 10−2 Torr の時には、1.2 `/min に対応する。非常に小さな 排気速度の油
回転ポンプで対応できる。



























少ない。１/４ インチ (PF １/４)程度のメネジを RP と TMP の間に用意しておくと良
い。ネジの規格は PT(管用テーパーネジ) と PF(管用平行ネジ) が登場する場合が多い。

















付け部の直径が、１５ mm と１８ mm の二つの規格がある。JIS 規格は１５ mm であ
る。このゲージポートには、ガイスラー管を取り付ける事も出来る。
複数のセンサーを管理する測定回路も入手可能である。







２) 油回転ポンプの動作領域に入り、暫くしたら TMP の動作が可能になる。先にも
書いたが、粘性流から分子流に移行する真空領域となる。油回転ポンプの油蒸気が TMP
へ逆流する事を恐れるならば、粘性流領域で TMP を起動するのが良い。TMP が動作を
開始すると、真空は更に良くなる。この時の真空計としては、電離真空計か冷陰極ゲー
ジ ( Phillips gauge, Penning gauge) を使用する。この真空計は、TMP よりも上流に取
り付ける。
２ー１) 電離真空計。(Ionization gauge, IG) イオンを収集する部分がパイプ状になっ
たものと、針状の物 (BA gauge) とが入手できる。針状の物はかなり高真空まで測定でき
る。取り付け方法は、旧来のものは ゲージポート方式が主流である。しかし、ミニコン
フラットフランジと呼ばれる ICF 型のフランジに取り付けたものや、これより少し大き








































実験装置を組み込む為には、真空槽の蓋を開けねばならない。今の場合、５０ cm x ６０ cm の蓋にかか
る大気圧を知っておかねばならない。大気圧は １平方センチメートル当たり、１ kg 重だとすると、３００
０ kg 重の力が排気した状態でかかっている。これだけの圧力でも、歪みが少ない設計になっていないとい
けない。多分 １ cm の厚さのステンレスの蓋だと 約 １ cm 程度中心付近でたわむだろう。蓋の厚さを２



































Vが来ていて、０.５ Aの ヒューズを通って, 受電スイッチ (S1) に行く。この POWER




K １ が励磁されると、K １ー１ に継っているランプは電源投入時に点灯していた
STOP という緑ランプ (L３)が消えて、RUN という赤ランプが灯る。更に、K１ー２
(K １ というリレーの２番目の接点) を経由して、MC １ という大きなリレーが導通す
る。この結果油回転ポンプ (ロータリーと書いてある)が稼働を開始する。MC１ のすぐ
下流には SR１ というサーマルリレー接点があり、ここに過電流が流れると、SR１ か
ら破線で継っている接点 (図では ９５ー９６)の接続が切れる。この時、対応する９７ー
９８接点が継り、ROTARY TRIP という赤ランプ (L５)が点灯する。K１ー３接点は、







次に軸流分子ポンプ ( TMP と略する)の起動を開始する。先ず K３ というリレーに
着目する。K３ リレーのコイルは、太線枠の３、４という４角で囲まれた端子 (冷却水
と書いてある)を経由して電源を供給されている。即ち、TMP 用の冷却水が流れていな
いと次へ進めない。冷却水を流すと、K３ は自動的に励磁され、WATER FLOW と書
かれた緑ランプ (L６) が点灯する。K２ の油回転ポンプの真空度に関する確認 (K２ー







準備が整ったところで、スイッチ S４を押してリレー MC２ を励磁する。MC２ は、
K４ー２ が ON であり、TMP が停止していなければ、スイッチが入らない。MC２、












































































る。もっと大きな装置では、この部分を水で冷やし、その水は cooling tower で空気と混
ぜて、一部の水を蒸発させその気化熱で残りの水を冷やしている。結局何らかの方法で、
環境に熱を放散している。
高圧のガスを細いノズルから気化又は膨張させてこの時の吸熱を冷却に利用する。こ
の時、冷却水が冷やされる。口で言えば非常に簡単なシステムである。
このような冷却系での冷却能力の評価で見落とし勝ちなのが、冷却水を循環する為に
使用するポンプの発熱である。冷却水を循環すると言う事は水に運動エネルギーを与え
ているという事であるから、このポンプによる発熱も、冷却能力の一部として勘定してお
かねばならない。勿論、冷却水の配管の断熱や保温も考慮しなければならないが. . .。
小さな冷却系では、水道水を垂れ流す場合もあるだろう。ある時学生に、夜は水道の水圧が上がり気味
になるから帰宅前には、流量を絞り気味にするように言っておいた。ところがこの学生は逆に少し流量を
増やし加減にして帰宅した。次の日には何をせねばならなかったか、想像がつくだろう。雑布、モップと
バケツの世話になった訳である。
水関係の話で、最期の御説教！
水・ガス・電気には、仮配線 (配管)は絶対にやってはいけない！

